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14. ОЦЕНКА ОШИБКИ ФУНКЦИИ ПРИБЛИЖЕННЫХ

АРГУМЕНТОВ
Пусть

 U f X                                                           (3.1)

где  f X – непрерывная дифференцируемая функция. Если вместо точного зна-

чения аргумента А подставить его приближенное значение а, то полученное зна-

чение функции  f a будет также приближенным. Найдем выражение предель-

ной абсолютной погрешности функции u через предельную абсолютную по-

грешность приближенного значения аргумента a . Точное значение  f A можно

представить в виде

       /
a aU f A f a f a f a       ,                              (3.2)

где a – точная ошибка а. Считая a  малой величиной и полагая, что членами

второго и высших порядков этой величины можно пренебречь, получим

 /
u af a                                                                   (3.3)

отсюда

 /
u af a                                                                  (3.4)

Таким образом, предельная абсолютная погрешность функции одного аргу-

мента равна произведению модуля производной на предельную абсолютную

погрешность аргумента.

Для предельной относительной погрешности получим формулу

 
 

/

u a

f a
a

f a
                                                     (3.5)

Из этой формулы видно, что предельная относительная погрешность пропор-

циональна логарифмической производной функции и значению аргумента. За-

метим, однако, что построенная таким способом оценка погрешности функции в

некоторых случаях может оказаться чересчур грубой.
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Пример. Пусть определяется tg 85°, причем угол дан с точностью до 0°,5 =

0,0087 рад. Тогда

tg 2

1 0,0087 0,0087 132 1,15
cos 85

     
 .

По таблицам tg 85° = 11,4. Поэтому неизвестное действительное значение

заключено между 1,4–1,15=10,25 и 11,4+ 1,15 = 12,55. Проверим это прямым оп-

ределением тангенсов крайних значений

tg 84°,5 = 10,4; tg 85°,5 = 12,7.

Эти границы следует считать точными; те же границы, которые мы устано-

вили с помощью предельной абсолютной погрешности, должны совпадать с

точными в вычисляемых трех знаках. Заметное отличие границ, превышаю-

щее допустимую погрешность вычислений, означает, что предельная абсо-

лютная погрешность неточна. Легко показать, что в нашем случае пренебре-

жение в ряде членами 2-го и более высокого порядка малости при трехзначных

вычислениях было недопустимо. Действительно, первый отброшенный член ря-

да превышает 0,1; следовательно, в погрешности ненадежны и десятые доли.

14.1. Погрешности простейших элементарных функций.

1) Функции sin x и cos x

Если sinu a , то согласно общей формуле (3.4)

cosu aa                                        (3.8)

отсюда видно, что

u a                                                                (3.9)

Аналогично получим

cos sina aa   .                                                     (3.10)

Из полученных выражений можно вывести следующее указание об органи-
зации вычислений. Если значения углов в формулах приближенные, то для
уменьшения погрешности следует брать синус угла, приведенного к 1-й
четверти, если угол больше 46°, и косинус угла, когда угол меньше 45°. Пра-
вило это нужно применять в тех случаях, когда возможно выбирать вычисляе-
мую тригонометрическую функцию.
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2) Функции tg x  и ctg x

Если tgu a , ctgv a ,  то

2

2

,
cos

.
sin

a
u

a
v

a

a

   
  


                                                       (3.11)

Из этих формул видно, что

tga a   ; ctga a                                                   (3.12)

Если угол а близок к нулю, то погрешность тангенса близка к минималь-

ной, а погрешность котангенса велика. К противоположным выводам мы

придем, когда угол близок к 90°. Соответственно сказанному и следует орга-

низовать вычисления, если можно выбирать формулы, содержащие либо тан-

генс, либо котангенс.

3) Определение угла по тригонометрической функции

Пусть и = arcsin а. Тогда

21
a

u
a


 


                                                      (3.18)

Из этой формулы можно сделать следующие заключения:

а) u a   ; равенство будет при а = 0, т. е. и = 0;

б) если угол нужно определять по синусу, то ошибка будет мала только при

условии, что угол (приведенный) мал;

в) невыгодно определять по синусу угол, близкий к 90°, поскольку ошибка

угла будет гораздо больше, чем ошибка синуса. Если, например, и = arcsin 0,984,

то
4

35 10 3 10
0,17u




    ,

т. е. ошибка в угле может достигать 10'. То же можно усмотреть непосредствен-

но из таблиц, в которых при сохранении трех верных знаков sin 79°40'= 0,984 и
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sin 79°50'= 0,984.

Такие же заключения можно сделать и в случае определения угла по коси-

нусу – с той разницей, что по косинусу выгодно определять угол, близкий к 90°

и невыгодно вычислить угол, близкий к нулю.

Пусть arctgu a , arcctgv a . Тогда

21
a

u a


 


, 21

u
v a


 


                                 (3.14)

Из этих формул видно, что выгоднее всего определять угол по тангенсу

или котангенсу, ибо ошибка угла меньше ошибки тангенса. Наиболее не-

благоприятен случай, когда малый угол определяется по тангенсу или

близкий к 90° по котангенсу, но и в этом случае ошибка угла близка к

ошибке функции. Поэтому стараются строить вычислительные схемы так,

чтобы углы вычислять по тангенсу или котангенсу.

4) Степень и корень

Если nu a , то
1n

u a

u a

n a

n

    


   
                                                    (3.15)

Из этих простых формул следует, что в случае 1n   относительная ошибка

степени больше относительной ошибки основания; если же 1n   (в частно-

сти, извлечение корня целой степени), то возведение в степень п уменьшает

ошибку. Если число п порядка 2–3 или 1
2

, 1
3

, то из формулы для относительной

погрешности следует, что число значащих цифр результата можно брать таким

же, как число цифр возвышаемого числа.

Пример.
2 9,86  , 1,77   если принять п = 3,14,
2 9,8696  , 1,7725  , если взять п = 3,1416.
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Значение 2  или  , полученное с пятью знаками, можно условно считать

точным, а число, полученное с тремя знаками, приближенным. Сравнение трех

значащих цифр в «точном» и приближенном значении в нашем случае показы-

вает, что в результате верны либо три знака (при вычислении корня), либо, если

быть формально строгим, два знака (при вычислении степени), ибо при округле-

нии пятизначного значения 2 до трех знаков надо брать 9,87 (по правилу ок-

ругления), а получено 9,86.

5) Логарифм и показательная функция

Пусть lgu a . Так как 10ua  , то lg lnu e a , где ln a – натуральный лога-

рифм, lg 0,4343 0,5e   . Поэтому можно принять

1 1
2 2

a
u aa


                                                       (3.16)

Предельная относительная погрешность a  приближенного числа а не зави-

сит, от места запятой, но в основном зависит от числа верных знаков в этом чис-

ле. Если а получено с округлением, то можно принять

1

1
2 10a sC  


                                                   (3.17)

где С – первая значащая цифра, s – число верных знаков. Отсюда следует, что

1

1 1
4 10u sC                                                     (3.18)

причем, если 12
2

C  , то

1
10u s

              (3.19а)

если же 12
2

C  , то

1
10u s

   (3.19б)

На основании этого можно сформулировать следующее правило: если

первая цифра приближенного числа больше двух, то логарифм его имеет
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столько верных знаков после запятой, сколько верных значащих цифр в

числе; если первая цифра меньше трех, то последняя цифра логарифма,

взятого с пятью знаками, может быть не совсем надежна – возможна ошиб-

ка в одну, две единицы последнего знака (так как при С= 1 имеем

2,5 10 s
u

   ). Обычно пользуются несколько упрощенным правилом: число зна-

ков после запятой в логарифмах должно равняться числу верных знаков при-

ближенного числа. Во многих прикладных задачах технического характера бы-

вает достаточна относительная погрешность, соответствующая трем или четы-

рем верным знакам, так как исходные данные содержат столько же знаков.

Легко исследовать погрешность обратной операции, т. е. определения числа
по заданному его логарифму (показательная функция или антилогарифм).

Из формулы для предельной абсолютной погрешности логарифма следует
1

0,4343a u                                                         (3.20)

По определению предельной погрешности правую часть можно увеличить, по-
этому примем

2,4a u            (если lgu a ).                               (3.21)

Если логарифм  u  имеет s знаков после запятой, причем а получено с округле-

нием, то

1 10 ,
2
1,2 10 ,

s
u

s
a





   

   

                                                  (3.22)

а это означает, что почти всегда число имеет s верных знаков. Если логарифм
получен без округления, то относительная погрешность антилогарифма в 2,5
раза больше предельной погрешности логарифма. Поэтому число имеет либо s

верных знаков, либо s– 1.

6) Логарифмы тригонометрических функций
а) lg sinu a ;

0,4343ctgu aa                                                          (3.23)

Будем считать, что угол приведен к I четверти. Чтобы предельная погреш-
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ность была меньше предельной погрешности угла, должно выполняться нера-
венство ctg 0,4343a   или tg 0,4343a  , т. е. а > 23°20'.

Отсюда видно, что при вычислениях невыгодно брать логарифм синуса уг-
ла, меньшего, чем 23,5°. Читателю рекомендуется самостоятельно показать, что
невыгодно брать логарифм косинуса угла, если угол больше 66,5°*). Если угол
меньше 66,5°, но больше 23,5°, то предельные погрешности и логарифма синуса
и логарифма косинуса меньше, чем предельная погрешность угла (отметим, что
именно это и вкладывается в понятие «выгодности» вычисления).

б) lg tgu a

2 0,86860,4343ctg sec
sin 2u a aa a

a
                                  (3.24)

Чтобы погрешность функции была меньше погрешности угла, должно вы-
полняться неравенство sin 2 0,8686a  , т. е. / /59 30 2 120 30a    или (грубее) 30° < а

< 60°.
____________________

*) Следует помнить, что в расчетах погрешности предельную погрешность
угла нужно выражать в радианах.
Так как lg ctg lg tga a  , то оценка ошибки для логарифма котангенса оказывается

такой же, как для логарифма тангенса.
На основании сказанного можно сформулировать следующие правила ра-

циональной организации вычислений при пользовании логарифмами четырех

тригонометрических функций.

Если угол меньше 23 ,5 , надо брать логарифм косинуса (перестроить, если

можно, формулы); когда угол заключен между 23 ,5  и 30 , то выгоднее брать ло-

гарифмы синуса и косинуса; если дан угол между 30  и 60 , то можно пользо-

ваться логарифмами всех четырех функций; при значениях угла от 60 до 66 ,5

следует брать логарифмы синуса и косинуса; наконец, если заданный угол

больше 66 ,5 , выгоден только логарифм синуса.

7. Определение углов по логарифмам тригонометрических функций

а) Если lg sin u a , то sin 10au  и arcsin 10au  , поэтому
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2

10 1
0,43431 10

a

u aa
   


                                         (3.25а)

или
tg

0,4343u a

u
                                                   (3.25б)

Как и в предыдущих параграфах, критерием выгодности приближенного

вычисления мы будем считать выполнение условия u a   . Это условие приво-

дит в рассматриваемом случае к неравенству 23 ,5u   . Таким образом, вычислять

угол по логарифму его синуса выгоднее при углах меньше 23 ,5 . Аналогично

можно показать, что вычислять угол по десятичному логарифму косинуса вы-

годно, если угол больше 66 ,5 .

Если необходимо вычислять угол именно по логарифму синуса или косину-

са, то придерживаются правила: углы меньше 45  вычисляют (если это возмож-

но) по логарифму синуса, а углы больше 45 – по логарифму косинуса. При этом

углы от 23 ,5  до 66 ,5  получаются с большей предельной погрешностью, чем по-

грешность использованного логарифма. В частности, если угол равен 45 , то по-

грешность угла в 2,3 раза больше погрешности логарифма синуса (или косину-

са).


